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PREFAZIONE 



<>- 



La geometria solida tratta dei piani, e degli angoli so- 
lidi; dei poliedri o solidi terminati da superficie piane; e 
finalmente dei tre corpi rotondi, vale a dire del cono ret- 
to, del cilindro retto, e della sfera. Quindi in questa quin- 
ta edizione abbiam stimato di dividere la nostra istituzio- 
ne di geometria solida in tre libri analogamente a ciò che 
abbiam fatto nella quarta edizione della geometria piana, 
che pure è stata divisa in tre libri. La divisione in capi- 
toli è rimasta come ora nelle due edizioni precedenti, va- 
le a dire che ogni capitolo contiene una particolare teo- 
ria, senza miscugli. In tal modo si evita il grave incon- 
veniente di disporre le proposizioni ad arbitrio, con la so- 
la condizione di mantenere l’esattezza delle dimostrazioni; 
inconveniente che si osserva nei più celebri scrittori di e- 
lementi geometrici. 

benedizioni precedenti esponemmo la teorica compiu- 
ta degli angoli solidi triedri: in questa abbiamo leggier- 
mente modificata la dimostrazione della proposizione, che 
riguardal’eguaglianza degli angoli dJNCa^quando gli an- 
goli piani di due angoli solidi triedri sono rispettivamen- 
te uguali ; e ci sembra che quella fondamentale proposi- 
zione sia ora dimostrala col più grande rigore possibile. 
La dimostrazione di Legendre , o piuttosto di Roberto 
Simson, non è generale, perchè suppone tacitamente che 
due degli angoli piani sopraccennali siano acuti ; c per 
conseguenza la teorica degli angoli solidi vacillava nelle 
fondamenta. Oltre a ciò si troveranno in questa edizione 
messe al loro posto le condizioni che determinano gli an- 
goli solidi poliedri, senza miscuglio di problemi ausilia- 





rj, che si trovano in Legendre ; e però, se non ^ingan- 
niamo , la teorica degli angoli solidi in generale trovasi 
esposta in un modo compiuto, almeno per quanto spetta 
alla parte elementare della scienza. 

La teorica dei poliedri è monca ed imperfetta in Eucli- 
de, come tutti sanno ; e come doveva essere, perchè ai 
tempi di questo geometra la teorica degli angoli solidi era 
nell’infanzia. I geometri moderni, e soprattutto Legendre, 
l’hanno perfezionata ed ingrandita; purluttavolta il si- 
stema di Euclide era rimasto inalterato, in quanto alla 
sostanza delle cose. Non si era ridotta la teorica dei polie- 
dri a quella della piramide triangolare; e però bisogna- 
va passare per una serie di proposizioni relative ai pa- 
rallelepipedi, le quali riescono difficili ad apprendersi ed 
a ritenersi dagli studiosi, come è noto a tutti quelli che 
hanno pratica dell’insegnamento della geometria. Per 
levare queste difficoltà fummo obbligati a rifare quasi 
dalle fondamenta la teorica dei poliedri, mettendo a pro- 
fitto le meditazioni degli antichi e de’modcrni geometri, 
non che le nostre, qualunque esse siano. 

In questa edizione il solo cangiamento, che si osserve- 
rà è relativo alla proposizione, in cui si tratta di espri- 
mere in linee il rapporto di due poliedri dati. AH’ antica 
dimostrazione si è sostituita un’altra, che abbiam trovata 
più facile nell’insegnamento. 

La teorica dei tre corpi rotondi è rimasta come era nel- 
le due edizioni precedenti; solamente si osserveranno quà 
e là alcune gium^-modiflcazioni, che servono a rendere 
più chiare le duno^h-azioni. Siffatte giunte e modifica- 
zioni si troveranno soprattutto neU’ultimo capitolo, che 
tratta dei triangoli sferici. Ci limiteremo qui a citare le 
proposizioni relative alla misura della piramide sferica, 
e dell'angolo solido, che trovasi accennata nella geome- 
tria di Legendre, ma non dimostrata. Finek , geometra 
francese, ha procurato di rieinpiereuna siffatta lacuna nei 
suoi elementi di geometria; ma, se non andiamo errati, 
i principj, dai quali è partito, avevano bisogno per lo 
meno, di esser messi fuori diogni dubbio per ciò che spet- 
ta alla misura dell’angolo solido. Ci sembra di esser riu- 
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«citi a togliere di mezzo ogni difficoltà intorno alla sud- 
detta misura; in guisa che la nostra istituzione di geome- 
tria solida può ora considerarsi come compiuta. 

In una lunga nota, messa alla fine del libro nella pri- 
ma edizione, e nella prefazione alla seconda edizione, e- 
sponemmo le ragioni, che ci avevano indotti a presceglie- 
re il metodo degl’infinitamente piccoli nelle dimostrazio- 
ni relative alla misura delle superficie, e delle solidità dei 
tre corpi rotondi, mettendo da banda le pesanti e tortuo- 
se dimostrazioni di Maurolico, che sono state adottate da 
Legendre, e da qualche traduttore di Euclide, non che 
quelle dei limiti, che si trovano in Lacroix, ed in alcuni 
altri scrittori di elementi geometrici. Qui ci limiteremo 
a fare alcune altre osservazioni. 

11 metodo degl’infinitamente piccoli, quando venga ado- 
perato come si conviene, è tanto esatto quanto quello di e- 
saustione adoperato da Archimede, e quello delimiti; pe- 
rocché questi tre metodi poggiano sopra una medesima 
base (*).Se dunque si adoperi il metodo degl’infinitamente 
piccoli in modo che le dimostrazioni fatte con esso si pos- 
sano tradurre in quelle fatte col metodo delimiti, o di esau- 
stione, cambiando le frasi, ed introducendo le opportune 
costruzioni, esse dimostrazioni avranno il prezioso vantag- 
gio d’imprimersi facilmente nella memoria, e di conserva- 
re le tracce dell’invenzione. Ed ecco perchè alcuni de’piii 
recenti scrittori francesi di elementi di geometria hanno 
scelto a preferenza il metodo degl’infinitamente piccoli, 
che hanno adoperato nel modo sopraccennalo, e non già 
come avevano fatto Caravelli,Niccolò*8e Martino, Bezout, . 
ed altri elementisti, le dimostrazioni dei quali non si pos- 
sono tradurre in quelle fatte col metodo dei limiti, o di 
esaustione, perchè partono da principj vaghi, e non da 
quelli che servono di base comune ai tre melodi. Quindi 
in questa nuova edizione abbiam conservato il metodo 
degl’infini lamento piccoli nelle dimostrazioni relative al- 



(•) Methodns, quain exhauslionum vocanl,eorfew fondamento in- 
nititur , quo metliodus infinilesiinalis, sod multo est implica lior et 
longior. 

Bosccvich , T. I. pag. 164. 
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la misura delle superficie e delle solidità dei Ire corpi ro- 
tondi; dando ad esse una forma tale che ognuno potreb- 
be, volendo, facilmente tradurre in quelle fatte col meto- 
do de’ limiti, ed anche di esaustione; perchè, ripetiamo, 
il punto di partenza de’tre metodi è lo stesso. 

Ma a malgrado la chiarezza delle precedenti ragioni, 
di quelle da noi dette nelle precedenti edizioni, e di altre 
che uomini di miglior ingegno del nostro hanno detto , 
o potranno dire, la forza di un’antica tradizionale opinio- 
ne fa sì che alcuni, che non hanno mai conosciuto lo spi- 
rito dei melodi, persistono ad essere immobilmente at- 
taccati alle antiche forme di ragionamento, e non voglio- 
no ammettere che la considerazione dell’infinito possa in- 
trodursi senza maschera negli clementi di geometria. Ad 
imitazione degli antichi Piltagorici, de’quali fa menzione 
uno scoliaste di Euclide alla fiuc del libro X di questo 
geometra, gridano la croce addosso a chi fa uso di quella 
considerazione, a fine di render piana e facile la istitu- 
zione geometrica; e non hanuo per buona una dimostra- 
zione, se non quando conserva una cert’aria di mistero, e 
sia appoggiata a lunghi e difficili ragionamenti, che fac- 
ciano la disperazione degli giovani studiosi. 

Questi geometri trascendentali credono profanata la 
scienza, quante volte le dimostrazioni relative alla misura 
delle superfìcie, e delle solidità de’ tre corpi rotondi non 
sono fatte con quei giri tortuosi, e con quello apparalo 
di proposizioni preparatorie, che s’incontrano nelle di- 
mostrazioni di Maurolieo, le quali erano eccellenti nel 
. tempo, in cui apparvero, perché più facili di quelle di 
Archimede, ma ora non possono essere sostenute che 
dalle sole menti pregiudicate. Ed infatti abbiam provato 
nelle due edizioni precedenti, chele dimostrazioni di Mau- 
rolieo non si possono giustificare senza ricorrere alla 
considerazione dell’infinito, ehe non pertanto si vorreb- 
be proscrivere dagli elementi di geometria. 

Da questa pregiudicata maniera di vedere le cose ri- 
sultano non pochi inconvenienti. Imperocché gli studiosi 
dopo gli elementi di geometria non sentono più parlare 
di quelle rancide e viete forme di ragionamento; e s'in- 
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cbhlrano a viso scoperto nella considerazione dell’infini- 
to, tho con tanta cura si era loro nascosta negli elemen- 
ti, ed allora insorgono difficoltà, che non essendo state 
risolute nel luogo opportuno, il maggior numero degli 
studiosi non apprende che la parte materiale delle Mate- 
matiche; come insegna una trista esperienza. 

iS è i pregiudizj in fatto d istituzione geometrica si limi- 
tano alla sola considerazione dell’infinito. Vi sono alcu- 
ni, i quali non vogliono che s’induca negli elementi geo- 
metrici l’ordine rigoroso delle proposizioni, e quel lega- 
me che serve a mostrare tutl’i punti di contatto di esse, 
ed a produrre nella mente una piena acquiescenza. Nella 
opinione di questi sapienti il disordine nelle proposizioni, 
cd il pesante e domnaalico apparalo nelle dimostrazioni 
costituiscono il sublime di una istituzione geometrica. Essi 
pretendono che gli elementi di geometria sono fatti da 
gran tempo; e che gli studiosi non debbano far altro che 
imparare come meglio possano quel dato numero di pro- 
posizioni, che si è convenuto dover far parte degli ele- 
menti geometrici , con la sola condizione di non dipar- 
tirsi da quelle dimostrazioni, che l’uso ha consacralo. 
Con questa specie di armonia prestabilita come si può 
sperare che quei sapienti approvino tutte quelle innova- 
zioni, che partendo dall'esame profondo dei principj, sui 
quali poggia la geometria, tendono a renderla più chia- 
ra, più rigorosa, e più facile ad apprendersi? 

Ed ecco perchè alcuni geometri non trovando la misu- 
ra dell’aje e de’ volumi in Euclide, pretendono che debba 
esser proscritta dagli elementi di geometria; altri al con- 
trario Fammettono, ma sostengono che debba esser de- 
dotta come conseguenza de’ rapporti di quelle aje, e di 
quei volumi, perchè così la trovano in Legendre, ed in 
altri moderni scrittori di elementi. Epperò stando ad una 
siffatta pretensione la misura dell’aja del rettangolo, quel- 
la del cerchio, del parallelepipedo rettangolo, del cilindro 
retto, del cono retto, della sfera, etc... dovrebbe dedur- 
si dalle proposizioni che danno i rapporti de’ rettangoli, 
de’ parallelepipedi, de’cilindri, de’ coni, delle sfere etc... 
Ed intanto Archimede, il massimo frai geometri, ha di- 
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mostrato prima che il cerchio ha per misura il prodotto 
della circonferenza per la metà del raggio, e poi da que- 
sto teorema ha dedotto che le circonferenze de’ cerchi 
stanno come i raggi. Parimente ha prima parlato delle 
misure delle superficie e delle solidità dei tre corpi ro- 
tondi, e poi de’ rapporti, che hanno fra loro quelle su- 
perficie, e quei volumi; e lo stesso Legendre ha seguito 
questo cammino là dove parla dei tre corpi rotondi. Vo- 
lendo dunque mantenere l’ordine logico delle idee, biso- 
gna che nella geometria piana e solida si espongano pri- 
ma i teoremi relativi alle misure delle aje e de’ volumi, 
poi quelli che spettano ai rapporti di quelle aje, e di quei 
volumi: oppure che si parli prima di questi rapporti, e 
poi delle misure. Ma fare ora in un modo, ora in un al- 
tro ci sembra che nuoccia al regolare andamento dell’i- 
stitozione geometrica; e però tanto nella geometria pia- 
na, quanto nella solida abbiam tenuto il cammino di Ar- 
chimede, anche perchè un siffatto cammino serve ad ab- 
breviare le dimostrazioni, soprattutto nella geometria so- 
lida. Ciò non ostante siam persuasi che per lungo tempo 
ancora si continuerà a battere la vecchia strada, perché 
è difficile levare i pregiudizj, soprattutto quando hanno 
un’antica data, onde non spingeremo più oltre le nostre 
considerazioni, e lasceremo ai dotti la cura di dar giudi- 
zio intorno al nostro lavoro. 
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LIBRO PRIMO 

DE’ PIANI E DEGLI ANGOLI SOLIDI. 



CAPITOLO PRIMO 



DELLA LINEA BETTA E DEL PIANO IN GENERALE. 



1. Mja Geometria Solida considera l’estensione nelle sue tre di- 
mensioni ; per cui le linee rette ed i piani si riguardano come si- 
uati in qualsivoglia modo nello spazio. E qui giova ricordarsi che 
la lmea retta è di sua natura indennità, come pure il piano, abben- 
che spesso occorra di dover considerare soltanto una parte limitata 
dell una o dell altro. Laonde quando si dice che un punto è situato 
luori ai una linea retta, o fuori di un piano, si deve intendere che 
il punto accennato trovasi al di sopra , o al di sotto della retta, « 
del piano; o sia sempre fuori de’ loro prolungamenti. 

PROPOSIZIONE I. — TEOREMA. 



2. Una linea retta non può avere una sua parte in un piano e la 
rimanente fuori del piano medesimo ( fig. 1 ). 

Dimostrazione. Rappresemi la figura MN un piano qualunque 
e si supponga che la linea retta ABD abbia una parte AB nel piano 
MlN, e la rimanente BD fuori di questo piano. Essendo AB una li- 
nea retta, essa potrà prolungarsi in C nel piano MN ; per conse- 
guenza ledue rette ABD, ABC avrebbero due punti concini A, e B 
senza coincidere in tutta la loro estensione; ma ciò ò impossibile, 
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dunque una linea rella non può avere una parie in un piano, e la 
rimanente fuori del piano medesimo. 

3. Corollario. Apparisce da questo teorema che una linea retta 
non può incontrare un piano in più di un punto; poiché se Io in- 
contrasse in due punti, dovrebb’essere tutta intera situata nel pia- 
no medesimo. Il punto d’incontro di una retta con un piano dicesi 
il piede della retta sullo stesso piano. 

PROPOSIZIONE II.— TEOREMA. 

4. Un triangolo qualunque è situato in un solo piano (fig. 2). , 

Dim. Sia A PC un triangolo qualunque. Se una sua parte BDEC 
fosse situata in un piano, e la rimanente D\E in un altro, la retta 
AB avrebbe una sua parte Bl» nel primo piano, e l’altra IH nel se- 
condo; il che non può sussistere (n. 2); dunque un triangolo è 
sempre in un solo piano. 

5. Corollario. Si deduce da questo teorema che 

per tre punti A, B, C non disposti in linea retta passa un solo e me- 
desimo piano. 

Infatti congiungendo i tre punti colle rette AB, AC, BC, il trian- 
golo ABC è situato in un solo piano. Quindi per un punto A posto 
fuori di una retta BC, e per questa retta medesima si può sempre 
far passare un piano; poiché basta prendere due punti B, e C ad 
arbitrio nella retta accennata, e condurre il piano per i tre punti 
A, B, C, nè altro piano potrà passare per la data retta e pel pun- 
to dato. 

PROPOSIZIONE III — TEOREMA 

6. Due rette che s'incontrano sono situate in un medesimo piano 

( fig- 3 )• 

Dim. Perocché, prendendo ad arbitrio due punti P e N nelle due 
rette NM, e PQ che s’incontrano nel punto F, e condotta la retta 
PN, le due linee PF, e NF sono situate nel piano del triangolo 
PFN: per cui anche le rette MN e PQ dovranno trovarsi nel mede- 
simo piano (n. 2). 

PROPOSIZIONE IV .— TEOREMA 

7. Una retta che incontra due altre situate in un piano , dovrà 
trovarsi nel medesimo piano (fig. 4). 

Dim. infatti, supponendo che la retta HO incontri le rette AB, 
e CD situate in uno stesso piano, i punti L. ed E d’incontro si tro- 
veranno nel detto piano; e però tutta la retta HO dovrà stare nel 
piano medesimo (n. 3). 
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8. L’intersezione comune di due piani che s'incontrano è una li- 
nea retta (fig. 5). 

Dim. Sia AB l'intersezione comune di due piani MN, e PQ. È ma- 
nifesto che questa intersezione deve essere una linea, ed una linea 
retta; perciocché se potesse essere una porzione di superficie;o una 
linea curva, i due proposti piani avrebbero sempre più di due punti 
di comune non disposti in linea retta, e si confonderebbero 1’ uno 
con l’altro (n. 5) contro la supposizione; dunque l’ intersezione 
comune di due piani è una linea retta. 

9. Scolio. 1 principj fin qui esposti sono, come si è veduto, co- 
rollarj manifesti della nozione che abbiamo della linea retta, e del 
piano; in guisa che si potrebbero considerare quasi come assiomi. 
Essi sono della più grande importanza, perchè sopra siffatti prin- 
cipj semplicissimi è stabilita tutta la geometria solida. 

Or siccome nella geometria piana la prima cosa che abbiamo con- 
siderata è stato rincontro, o il non incontro delle rolle situate in 
un piano, cosi pure nella geometria solida la prima cosa da consi- 
derarsi dovrà essere l’incontro, o il non incontro delle liuee rette 
con i piani, e l’incontro, o il non incontro dei piani fra loro senza 
che lo spazio rimanga chiuso da per ogni dove. 

CAPITOLO li. 

DELLE BETTE PEBPEND1COLABI ED OBLIQUE AI PIANI. 

10. Per una medesima linea retta AP (fig 6.) può passare una 
infinità di piani differenti; dappoiché un piano può girare intorno 
ad una linea retta condotta in esso comunque, e prendere in questo 
modo un numero infinito di situazioni diverse senza che i punti del- 
la retta cangiano sito. Ciò premessoci facciano passare per la retta 
AP due piani differenti APB, ed APC; indi da un medesimo punto 
P di questa retta si conducano sopra AP le perpendicolari PB,PC, 
l’una nel piano APB, e l’altra nel piano APC. Or queste due per- 
pendicolari determinano la posizione di un piano MN, poiché s'in- 
contrano nel punto P (ri. 6), per conseguenza riesce naturale il 
ricercare se tirando pel punto P nel medesimo piano MN una qua- 
lunque altra retta PD, queta sia pure perpendicolare ad AP. 

PROPOSIZIONE VI. — TEOREMA 

11. Sema retta AP è perpendicolare a due rette l‘B, PC che 
s inlersegano nel suo piede P nel piano MN, essa sarà perpendi- 
colare a (/ualsii oglia retta PD condotta pel punto P nel piano me- 
desimo (lig. 0). 
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Dim. Si prolunghino le relle PB, PC, PD, verso H, E, F, si 
prenda PB uguale aPH, PC uguale a PE, e si tirino le re.tte BC, 
EH; indi da un punto A della perpendicolare AP si conducano le 
rette AB, AH, AG, AE, AD, AF. 

Poiché l’angolo BPC è uguale al suo verlicale EPII, il triangolo 
BPC sarà ugnale al triangolo EPH, per conseguenza si avrà BC= 
EH, e l’angolo PCD=PEF. Or essendo di più l’angolo DPC ugua- 
le al suo verticale FPF, ed il lato PC=PE, ne segue che il trian- 
golo DPC è uguale al triangolo EI’F; e perciò risulta PD^PF, e 
1)C=EF. Da un’altra parte nel piano ABH le oblique AB, AH 
sono uguali come equidistanti dalla perpendicolare AP, e lo stesso 
deve dirsi delle oblique AC, AE nel piano ACE. dunque i triangoli 
ABC, AEH sono equilateri fra loro, e però l’angolo AGI) è uguale 
all’angolo AEF. Quindi i due triangoli AEF, ACD hanno un an- 
golo uguale compreso fra lati rispettivamente uguali, per cui sono 
uguali, ed il lato AD é uguale al lato AF. Finalmente i triangoli 
APD, AHF risultano equilateri Ira loro, e però l’angolo AI'O sarà 
uguale all’angolo Al*F, ovvero AP è perpendicolare a PD. 

12. Definizione. Una retta dicesi perpendicolare od un piano 
quando è perpendicolare a tutte le rette che passano pel suo pie- 
de in questo piano; poiché in tal caso forma angoli adiacenti ugua- 
li con tutte le rette accennale. 

Reciprocamente, un piano si dice perpendicolare ad una retta, 
allorché contiene tutte le perpendicolari condotte a questa retta 
per un medesimo punto di essa. 

13. Corollario. Apparisce da questa proposizione che 

Se V angolo retto A PC gira intorno ad un suo lato Al* supposto 
immobile , f altro lato PC, che non cesserà di essere perpendicolare 
ad AP; descriverà nel suo movimento il piano MS perpendicolare 
ad AP (fig. 6). 

Infatti, supponendo che il lato mobile PC sia giunto in PB, il 
piano che passa per queste due rette è determinato, e la reità PC 
in tutte le sue posizioni non potrà mai trovarsi fuori di questo pia- 
no, perchè tutte le rette che si conducono pel punto P nel piano 
MN sono perpendicolari ad AP, e quindi coincidono con le varie 
posizioni del lato mobile PC. 

PROPOSIZIONE VII.— TEOREMA. 

14. Per un punto dato non si può condurre ad un piano che ma 
Sola perpendicolare ( fìg. 7 ). 

Dim. Sia A un punto situato fuori del piano MN, e si suppon- 
ga, se è possibile, che le rette AP, AD sieno due perpendicolari a 
questo piano; indi si conduca la retta PD. Nel triangolo APD vi sa- 
rebbero due angoli retti; il che è assurdo; dunque dal punto A 
non si può abbassare sul piano MN clic una sola perpendicolare. 
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